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KenngroBen und Beschreibung von Verteilungen

LagemaBe
FEin Lagemaf ist eine Zahl, die etwas dariiber aussagt, wo das Zentrum einer Verteilung auf

der Zahlengeraden liegt. Es gibt verschiedene Lagemafile. Welches von diesen Maflen in einem
konkreten Fall sinnvoll anzuwenden ist, hdngt vom Kontext und dem Skalenniveau ab.

Arithmetisches Mittel
Das geldufigste Lagemaf ist das arithmetische Mittel oder kurz der Mittelwert. Es ist nichts
anderes als die Summe aller beobachteten Werte geteilt durch die Anzahl der Beobachtungen.

Dementsprechend kann man das arithmetische Mittel nur fiir metrische Merkmale berechnen
(also fiir Merkmale, die mindestens intervallskaliert sind).

Definition 0.1 (Arithmetisches Mittel). Fiir die n Zahlen x4, xo, ..., z,, wird der Wert

arithmetisches Mittel oder kurz Mittelwert genannt.

Das arithmetische Mittel = besitzt zwei wichtige Eigenschaften:



1. Das arithmetische Mittel minimiert die Summe der quadrierten Abstinde (z; —a)?, j =
1,...,n, es gilt daher

n

Z = argmin Z(:):] —a)?.
a =1

2. Wenn man sich vorstellt, dass jedem Wert z; eine Kugel entspricht, die an der Stelle z;
an eine gewichtslose Stange gehéngt wird, dann ist  die Stelle, an der man die Stange
auf einem Finger balancieren kann (also der Schwerpunkt).
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Beispiel arithmetisches Mittel: Wir betrachten einen Datensatz mit n = 17 Beobach-
tungen der zwei Merkmale X und Y mit den Werten

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

25 2 4 31 3 2 1 2 3 4 1 2
25 2 4 31 3 2 1 21 3 4 1 2

1 2 3
X1 2 6
Y|1 2 6

Obwohl sich die beiden Datensétze nur in einem Wert unterscheiden, weichen die arithmetis-
chen Mittelwerte

1
T= 7142464+ 24-+2)=2588...

1
§= 7o (124644214 +2) =3.705...

deutlich voneinander ab, was auch an der graphischen Darstellung gut ablesbar ist.
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Anhand der beiden oben festgehaltenen Eigenschaften des arithmetischen Mittels ldsst sich
das auf zwei Arten verstehen:

1. Der Abstand (21 — a) geht quadratisch in die zu minimierende Summe ein

2. Der Hebelarm der Kugel zum Wert y,5 = 21 ist vergleichsweise grof}

Fir den Wert y,5 = 21 kénnte man vermuten, dass es sich um einen Eingabefehler handelt:
Es wurden aus Versehen die nebeneinanderliegenden Tasten 2 und 1 anstatt nur der Taste 2
gedriickt. In diesem Fall verzerrt der einzelne falsche Wert den Mittelwert stark.

Ausreifler. Der Wert y,3 = 21 in Beispiel zum arithmetischen Mittel fallt aus dem Wertebereich
der anderen Beobachtungen heraus. Man spricht bei einer solchen extremen Beobachtung von
einem Ausreifler. Bei solchen Ausreiflern kann es sich um wichtige Informationen handeln.
Genauso gut kénnen sie aber auch auf Grund von Ubertragungsfehlern oder fehlerhaften
Messungen vorkommen. Ob es sich bei einem Ausreifler um einen zwar extremen, aber doch
richtigen Wert oder aber um eine fehlerhafte Gréfle handelt, ist im Einzelfall sorgfiltig zu
priifen.

Beispiel Ozonloch: Uber die Entdeckung des Ozonlochs kursiert folgende Geschichte:
Vom Wettersatelliten Nimbus 7 wurden seit November 1978 extrem geringe Ozonwerte iiber
der Antarktis gemeldet. Allerdings wurden diese Werte bei der automatischen Auswertung
der Daten als Messfehler ausgesondert und nicht weiter beachtet. Erst 1984 wurde von
Forschungsstationen die Existenz des Ozonlochs durch Beobachtungen belegt. Daraufhin
zeigte eine Neuauswertung der Satellitendaten das gesamte Ausmafl des Problems. (Ludwig
2006)

Anmerkung: In Wirklichkeit war es wohl komplizierter, siche (Pukelsheim 1990).



Empfindliche und robuste Lagemafle. Das arithmetische Mittel ist ein Lagemaf, dass
gegeniiber Ausreiflern sehr empfindlich ist: Einzelne fehlerhafte Werte kénnen den Mittelwert
stark verfilschen. Lagemafle hingegen, die wenig anféllig gegeniiber Extremwerten sind, heiffen
resistent oder robust.

Median

Der Median ist ein solches robustes Lagemaf. Der Median wird (grob gesprochen) so platziert,
dass die eine Hélfte der Daten unterhalb und die andere Hélfte der Daten oberhalb des Medians
liegen.

Um den Median fiir die Urliste z,, x5, ..., z,, formal zu definieren, sortieren wir zunachst die
Werte der Grofle nach. Es ergibt sich die geordnete Urliste z (1), (), ... , (). Dabei sollen die
in Klammern gesetzten Indizes deutlich machen, dass nun

Ty S E) S STy S S Ty

gelten soll. Fiir eine ungerade Anzahl an Beobachtungen ist der Median .4 nun der Wert, der
in der geordneten Urliste in der Mitte steht; ist die Anzahl gerade, dann ist es der Mittelwert der
beiden in der Mitte stehenden Werte. Entsprechend definieren wir den Median fiir mindestens
intervallskalierte Merkmale.

ist

Definition 0.2 (Median). Der Median z,,,4 einer geordneten Urliste x; ... 2,

T(ns1) fiir ungerades n

% (x(%) + 33(%+1)) fiir gerades n

Um den Median auf diese Weise berechnen zu kénnen, muss es sich um ein kardinalskaliertes
Merkmal handeln.

Dariiber hinaus besitzt der Median x4 folgende Eigenschaften:

1. Der Median minimiert die Summe der Betrége der Absténde:

n

Tpned = argminz |z; — al
a =1

2. Mindestens 50% der Daten sind kleiner oder gleich dem Median z,,.4 und mindestens
50% der Daten sind groBer oder gleich dem Median z, 4.



An der ersten Eigenschaft ist nochmals zu erkennen, dass der Median im Vergleich zum arith-
metischen Mittel ein resistentes Lagemafl darstellt: In die Summe der Betrége der Abweichungen
geht ein extrem grofler Wert wesentlich weniger stark ein als in die Summe der quadrierten
Abweichungen — denn das Quadrieren verstarkt grofle Abweichungen tiberproportional.

Anders als das arithmetische Mittel kann der Median auch fiir ordinalskalierte Merkmale
angegeben werden. Bei einer geraden Anzahl von Stichproben liegt der Median dann gegebe-
nenfalls zwischen zwei Auspragungen.

Beispiel Giiteklasse: Die Erhebung eines Merkmals “Giiteklasse” ergibt

1
Urliste A A C A B B D B C A B D
Geordnete Urliste | A A A A B B B B C C D D

mit dem Umfang n = 12. Der Median liegt daher zwischen x4 = B und z(7) = B. Beide
Werte sind gleich, also ist x B.

med —

Modus

Ein weiteres Lagemaf ist der Modus, der angibt, welche Auspragung am hiufigsten vorkommt.

Definition 0.3 (Modus). Der Modus x4 ist diejenige Auspriagung eines Merkmals, die am
haufigsten vorkommt. Der Modus ist nur dann bestimmt, wenn die Verteilung ein eindeutiges
Maximum besitzt.

Der Modus lésst sich fiir alle Arten von Merkmalen bestimmen, auch wenn es sich nur um
eine nominalskalierte Grofle handelt. In der Darstellung durch ein Stab- oder Sdulendiagramm
entspricht der Modus der Ausprigung mit dem héchsten Stab bzw. der héchsten Saule.

Lageregeln

Falls es sich um eine unimodale Verteilung handelt, kann aus den Zahlenwerten von arithmetis-
chem Mittel, Median und Modus auf die Schiefe der Verteilung geschlossen werden. Hierzu
zunéchst ein Beispiel aus Fahrmeir u. a. (2016).

Beispiel Lageregeln: Wir betrachten drei Verteilungen, fiir die bereits die drei oben
besprochenen Lagemafle bestimmt wurden.



‘ Stichprobe I Stichprobe IT Stichprobe III

a; ‘ h(a;) h(a;) h(a;)
1 8 1 1
2 10 2 2
3 8 4 2
4 6 8 4
) ) 10 )
6 4 8 6
7 2 4 8
8 2 2 10
9 1 1 8
T 3.57 5) 6.43
T ned 3 5 7
T hod 2 ) 8
Stichprobe | Stichprobe 1l Stichprobe 11
101
Mittelwert
54 —I—r ﬂ I Median
Modus
123456789 123456789 1234567839

Offensichtlich besteht hier folgender Zusammenhang zwischen der Form der Verteilung und
den Groflen der drei Lagemafe:

Stichprobe Form der Verteilung Lagemafe
I linkssteil T>Theg > Tiod
II symmetrisch T=Tped = Tmod
I1I rechtssteil T < Theg < Tiod

Auflerdem halten wir fest, dass alle Verteilungen unimodal sind.

Muss der im Beispiel beobachtete Zusammenhang zwischen Symmetrie und Steilheit und den
Groflen der Lagemafle immer gelten? Wir {iberlegen uns hierzu:

o Fiir eine schiefe Verteilung zieht der “Hebelarm’’ der flach auslaufenden kleineren Werte



das arithmetische Mittel in die Richtung der Schiefe.

o Es ldsst sich zeigen, dass auf der steilen Seite des Modus weniger als die Hélfte der Werte
angesiedelt sind. Der Median liegt daher bei einer schiefen Verteilung zwischen Modus
und arithmetischem Mittel.

¢ Bei einer symmetrischen Verteilung liegt der hochste Punkt in der Mitte, ebenso das
arithmetisches Mittel sowie der Median. Allerdings sind reale Verteilungen selten exakt
symmetrisch, so dass wir nur die ungefahre Gleichheit der drei Lagemafle fordern kénnen.

Wir halten also die folgenden Lageregeln fest.

Definition 0.4 (Lageregeln). Fiir eine unimodale Verteilung gilt

linkssteil <= = > x4 > Thoa

symmetrisch <= = ~ T .4 & 104
rechtssteil <= = < 2.4 < Z0q
Beachten Sie dabei, dass die Verwendung der Begriffe unimodal, linkssteil, symmetrisch und
rechtssteil immer einen gewissen Ermessensspielraum beinhaltet und die Lageregeln daher in

erster Linie als Interpretationshilfen zu verstehen sind.

Das geometrische Mittel

Das geometrische Mittel wird verwendet, wenn es sich bei den Werten eines Merkmals um
Wachstumsfaktoren handelt.

Beispiel Wasserreservoir: Wir betrachten ein Wasserreservoir mit den Wasserstdnden W;
an den Tagen 7 =0, ..., 6:

Tag \ 0 1 2 3 4 5 6
Wasserstand‘ 1.00 2.00 1.50 450 2.25 450 5.00

Der Wachstumsfaktor z; ist das Verhéltnis der Wasserstdnde an zwei aufeinanderfolgenden
Tagen ¢ — 1 und i, also

Wi
x; =
Wi
, wobei ¢ = 1,...,6 den Zeitraum zwischen zwei Tagen bezeichnet. In unserem konkreten
Beispiel erhalten wir die Werte
Zeitraum ‘ 1 2 3 4 5) 6

Wachstumsfaktor‘ 2.00 0.75 3.00 050 200 1.11

Grafisch stellt sich die Situation so dar:



Wasserstand

Wachstumsfaktor
2 -

Die Definition des Wachstumsfaktors stellen wir zu W, = z;,W;_, um. Mit den Wachstums-
faktoren x; und dem Wasserstand W, = 1 konnen wir also den Verlauf des Wasserstandes
fiir die betrachteten Tage folgendermaflen rekonstruieren:

W, =2, -W, = 200-1.0=20 = ) - W,
W2 :xz‘Wl - 07520: ].5 — :UQ'.TI‘WU
W3:IL’3‘W2 - 30015:45 — $3‘x2'$1‘W0
Weg=a4- Wy = 111-45=50 = x5-T5 T4 T3 -To-21-W,

Fiir einen mittleren Wachstumsfaktor z moéchten wir dasselbe Ergebnis erhalten, wenn wir
sechs Tage lang diesen Wachstumsfaktor ansetzen. Es muss daher

We=2-2-2-2-2-2-Wy=2°-W,
gelten, so dass wir zunéchst

6 —

Z‘W0—$6'x5‘$4‘$3‘x2‘$1'W0

und daraus den mittleren Wachstumsfaktor

2= {/Tg X5 Ty Ty Ty Ty
= v/2.00-0.75-3.00-0.50 - 2.00 - 1.11
=5
=1.307...

fir den Wasserstand berechnen. Hier nochmals die Situation mit dem mittleren Wachstum.
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Entsprechend der Uberlegung im Beispiel definieren wir

Definition 0.5 (Geometrisches Mittel). Das geometrische Mittel zu den Faktoren x, z,, ..., =
ist die n-te Wurzel aus dem Produkt der Faktoren, also

Lgeom = VT Ty Ty
Daraus erhédlt man fir einen Bestand B, B,...,B, mit den Wachstumsfaktoren
x; = B;/B,_;, i=1,...,n den Zusammenhang
Bn = fgcom T i.gcom 'BO = (Egeom)nBO'
n—mal

Mit Zgzeon als mittlerem Wachstumsfaktor fiir alle Perioden ermittelt man also denselben
Bestand B,,, der sich auch mit den tatsdchlichen Wachstumsfaktoren z,,...,z, ergibt. In
diesem Sinn ist T, die adiquate Mittlung der Wachstumsfaktoren.

Das harmonische Mittel

Als letztes Lagemafl betrachten wir das harmonische Mittel. Es wird verwendet, wenn das zu
mittelnde Merkmal eine Verhéltnisgrofle ist, bei der die Hiufigkeit im Z&hler steht. Beispiele
sind die Geschwindigkeit (Weg/Zeit) oder die Dichte (Masse/Volumen).

Beispiel Autofahrt: Bei einer Autofahrt werden zunéchst 10 km mit einer Geschwindigkeit
von 50 km/h zuriickgelegt, danach weitere 60 km bei 110km/h. Wie grof§ ist die Durch-
schnittsgeschwindigkeit?



Zunachst bestimmen wir hierzu die Gesamtstrecke und die gesamte Fahrzeit:

1 1
S=10+60=70km und 7 =10-—+60-— =0.7455h

50 110
und somit die Durchschnittsgeschwindigkeit
_ S 10 + 60 70
=== = =93.9km/h.
"TT 1054605 07455 m/

Verallgemeinerungsfahig wird das dann, wenn wir die Situation etwas anders formulieren: Es
liegen fiir die Fahrstrecke 70 Beobachtungen iiber die Geschwindigkeit vor, eine fiir jeden
gefahrenen Kilometer. Dabei haben 10 Beobachtungen einem Wert von 50 km/h und 60
einem Wert von 110 km/h. Damit entspricht die Durchschnittsgeschwindigkeit dem Bruch

70
SRR
50 50 110 110

10—mal 60—mal

V=

Wir haben damit die Definition des harmonischen Mittels gefunden.
Definition 0.6 (Harmonisches Mittel). Fiir die Werte z, ..., z,, heifit die Zahl

Thar = m 1

harmonisches Mittel.

MaBe der Variabilitat

Mit den verschiedenen Lagemafen ldsst sich die ungefidhre Lage der Werte auf dem Zahlenstrahl
angeben. Allerdings kénnen zwei sehr unterschiedliche Stichproben ein und dasselbe Lagemaf
aufweisen. Wir iiberlegen uns nun, wie wir die Variabilitdt eines Merkmals messen konnen.

Welche Eigenschaften soll nun ein solches Variabilitdtsmaf3 haben? Es ist naheliegend zu
erwarten, dass wir eine Variabilitdt von Null erhalten, wenn alle betrachteten Werte identisch
sind. Demzufolge wichst die Zahl mit zunehmender Variabilitdt an, so dass eine negative
Variabilitdt keinen Sinn ergibt. Dariiber hinaus soll das Mafl fiir die Variabilitdt nicht vom
Umfang der Stichprobe abhéngen. Das soll an einem Beispiel verdeutlicht werden

10



Beispiel Niederschlige in Bochum 2008 und 2010: Im Jahr 2010 titelte der Spiegel
“So verriickt war dieser Sommer”: Noch nie hat es seit Beginn der Aufzeichnungen 1881 im
August so viel geregnet. Demgegeniiber war es im Juli noch sehr trocken, einen Vergleich
aus der Stadt Dresden zeigen die fogenden Bilder (Quelle: spiegel.de). Die Elbe fithrt im Juli
fast kein Wasser (links), nur um kurz darauf im August tiber die Ufer zu treten (rechts).

Wie war es in diesem Jahr 2010 in Bochum und wie verhalt es sich im Vergleich dazu in einem
“normalen” Jahr? Wir betrachten hierzu die Monatssumme der téglichen Niederschlagshohe
in Bochum fiir die Jahre 2008 und 2010 (Quelle: Deutscher Wetterdienst). Die Werte sind in
Millimetern angegeben.

Jahr | Jan Feb Mar Apr May Jun
2008 91.8 48.9 76.3 67.3 45.8 62.7
2010 48.6 73.0 68.0 11.4 52.0 22.6
Jahr | Jul Aug Sep Oct Nov Dec
2008 114.7 101.4 7.7 78.9 60.0 43.9
2010 78.7 187.4 72.3 51.2 126.6 84.8

11


http://www.spiegel.de/wissenschaft/natur/extremwetter-so-verrueckt-war-dieser-sommer-a-714629.html
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Trotz des extremen Wetters im Jahr 2010 liegen die arithmetischen Mittelwerte der Nieder-
schldge in beiden Jahren mit

1

1
Tao10 = 75 (486 + T3.0 + - + 84.8) = 73.05 mm

sehr nah beieinander (horizontale Linien im Plot). In der Summe hat es in beiden Jahren
ungeféhr gleich viel geregnet. Allerdings waren 2010 die Monate April und Juni sehr trocken,
wahrend es im August extrem viel geregnet hat. Im Vergleich dazu liegen die monatlichen
Werte im Jahr 2008 insgesamt deutlich ndher am Mittelwert.

Mithilfe von Streuungsmaflen versucht man, die Variabilitdt in beobachteten Werten zu er-
fassen.

Spannweite

Das einfachste Streuungsma$ ist die Spannweite R eines Merkmals(englisch: range), die angibt,
wie weit der grofite und der kleinste Wert auseinanderliegen:

R = maxz; —minz,.

12



Die Spannweite ist zwar einfach zu berechnen, allerdings hat sie den Nachteil, dass sie allein
von zwei Werten abhidngt und daher kein robustes Mafl darstellt.

Fiir die Niederschlage der Jahre 2008 und 2010 betragen die Spannweiten der monatlichen
Mittelwerte

Ryo0s = 114.7 — 43.9 = 70.8 mm

und

Ry = 187.4 — 11.4 = 176 mm.

Wie es sein muss ergibt sich fiir die beiden Jahre ein deutlicher Unterschied.

AD-Streuung, Varianz und Standardabweichung

Um zu einem robusteren Maf} fiir die Variabilitdt der Daten zu gelangen, miissen wir alle
Werte in die Berechnung einbeziehen. Als Grundlage hierfiir dient die Abweichung der einzel-
nen Beobachtungen vom arithmetischen Mittel, also die Zahlenwerte (z; — ), i =1,...,n.
Streuungsmafle auf Basis des Medians sind nicht iiblich.

Fiir die Situation in Bochum bestimmen wir also zunéchst die Abweichungen der monatlichen
Niederschlédge vom Mittelwert.

Jahr ‘ Jan Feb Mar Apr May Jun

2008 19.35 -23.55 3.85 -5.15 -26.65 -9.75

2010 -24.45 -0.05 -5.05 -61.65 -21.05 -50.45

Jahr ‘ Jan Feb Mar Apr May Jun

2008 19.35 -23.55 3.85 -5.15 -26.65 -9.75

2010 -24.45 -0.05 -5.05 -61.65 -21.05 -50.45

13
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Man kénnte nun auf die Idee kommen, die Abweichungen (z; — ) einfach aufzuaddieren. Eine
kurze Uberschlagsrechung im Kopf zeigt jedoch fiir unser Beispiel, dass die Summen fiir beide
Jahre nahe bei Null liegen. Dass sie sogar exakt null sein miissen, wird sofort klar, wenn man
sich iiberlegt, was da eigentlich addiert wird:

n

Z(xi—i‘)=§n:a:i—n-5c=n(l§n:xi—a_c) =0.
i1 nizfl
x

i=1

Die Summe der Abweichungen vom Mittelwert ist also keinesfalls ein geeignetes Mafl fiir
Variabilitéat.

Das Problem der sich aufhebenden Summanden lésst sich natiirlich dadurch umgehen, dass wir
die Betrige der Abweichungen x;, — = addieren. Wir erhalten damit die AD-Streuung average
deviation

AD = —(lay — x|+ + |z, —Z|) =

n
i—1
mit den gewiinschten Eigenschaften. Allerdings sind die Betragsstriche in der Handhabung

umsténdlich, zum Beispiel wenn Ableitungen berechnet werden sollen (Fallunterscheidung!).
Die AD-Streuung wird daher nur duflerst selten verwendet.

S
3=

14



Eine weitere Moglichkeit besteht darin, die Summanden x; — zu quadrieren um sicherzustellen,
dass nur positive Zahlen aufsummiert werden. Dieser Gedanke fiihrt uns auf die empirische
Varianz

n

((xy = 2)% + -+ (2, — % Zaj—x

=1

§2_

1
n
Die empirische Varianz ist also das arithmetische Mittel der quadrierten Abweichungen. Sie ist

klein, wenn die Werte nahe des Mittelwerts angesiedelt sind. Infolge des Quadrierens hat 52
nicht die gleiche MafBeinheit wie die Werte z,.

Schliellich kann man aus der Summe der quadrierten Abweichungen noch die Wurzel ziehen.
Der Wert

= IR
§=vV5 = \/ ZOS% — )2
noaa
heifit empirische Standardabweichung. Die Einheit der Standardabweichung stimmt wieder mit
der Einheit des Merkmals iiberein.
Fiir die Niederschlége in den Jahren 2008 und 2010 in Bochum erhalten wir die empirischen
Varianzen

1
52008 = 5 (19.352 + (—23.55)% + -+ + (—28.55)%) = 453.17 mm?

1
Boro = 75 ((—24.45)* + (=0.05) 4 -+ + 11.75%) = 2000.32 mm”

sowie die Standardabweichungen

Die unterschiedliche Niederschlagscharakteristik der beiden Jahre kommt in diesen Streuungs-
mafen deutlich zum Ausdruck. Die Standardabweichung ist dabei einfacher zu interpretieren,
da sie im selben Wertebereich wie die Beobachtungen selber liegen.

In der schlielenden Statistik wird die empirische Varianz in einer leicht verdnderten Form
verwendet: Man dividiert durch n — 1 und erhélt die Stichprobenvarianz

1 n
§% = Z(xz_i>2’

n—1 i=1

15



fiir die hier auf die einschlagige Literatur verwiesen wird. Fiir groflere Werte von n ist der
Unterschied zwischen 52 und s? vernachlissigbar.
Variationskoeffizient

Fiir ein Merkmal mit nichtnegativen Auspragungen und einem Mittelwert > 0 kann die
Standardabweichung noch auf den Mittelwert bezogen werden. Man erhélt den dimensionslosen

Variationskoeflizienten

der angibt, wie grofl die Variabilitdt im Verhé&ltnis zum Mittelwert ist.

Fiir die Niederschlagsmengen erhalten wir

Zusammenfassung
Abschlielend werden die oben eingefiihrten Streuungsmafie nochmal zusammengefasst.

Definition 0.7 (Streuungsmafe).

R = maxz; —minz, : Spannweite

1 n
AD = —. - — x| : AD-St
- E |z, — x| reuung

i—1
o 1L _
2=—. g (z; — 2)? : Empirische Varianz
n
i=1

§ = V/52 : Empirische Standardabweichung

v = — : Variationskoeffizient
T

1 n
$2 — — Z(xl — 7)? : Stichprobenvarianz

Quantile und Box-Plots

Mit den Lage- und Variabilitdtsmaflen haben wir nun die Mdoglichkeit, eine Verteilung mithilfe
von zwei Zahlen zusammenzufassen. Eine umfassendere, aber immer noch sehr kompakte
Charakterisierung von Verteilungen erhélt man, wenn zusétzlich die so genannten Quartilwerte
hinzugenommen werden. Man erhélt mit diesen Werten die Basis fir die sogenannte Fiinf-
Punkte-Zusammenfassung und den Box-Plot.

16



Quantile

Die oben genannten Quartile sind, wie auch der Median, spezielle Quantilwerte. Sie erinnern
sich: Der Median x4 war so gewéhlt, dass die eine Hélfte (also 50%) der Werte kleiner gleich
Zeq Sind und die andere Halfte (also ebenfalls 50%) der Werte groler gleich x,,.4. Fiir die
Stichprobe mit 20 Werten

Amed

—0 0—0 Q00 CO0-O | oO—0—O0—0—0—O0—0—C0—

liegt der Median demnach in der Mitte zwischen dem zehnten und dem elften Wert.

Die Quantile verallgemeinern die Idee des Medians nun dahingehend, dass die Stichprobe in
zwei unterschiedlich grofe Gruppen unterteilt wird. Das p-Quantil z,, mit 0 < p <1 trennt die
Daten so, dass p - 100 % der Werte kleiner oder gleich z, und (1 —p) - 100 % gréBer oder gleich
z, sind.

Fiir unsere zwanzig Werte kdnnen wir beispielhaft die Lage der folgenden p-Quantile bestim-
men:

D kleiner gleich x,, grofer gleich x,, Lage von z,,

5% 0.05-20=1 (1—0.05)-20=19 zwischen z ;) und z )
33% 0.33-20=6.6 (1-0.33)-20=13.4 bei z ;)

5%  0.75-20=15 (1-0.75)-20=5 zwischen (5 und z ;4

Deutlich erkennt man das in der folgenden grafischen Darstellung.

X0.05 X0.33 X0.75

Wir sehen, dass wir die eingangs formulierte Idee noch etwas préizisieren miissen, um die Lage
des Quantils eindeutig festlegen zu kénnen.
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Definition 0.8 (Quantil). Die Zahl x, mit 0 < p < 1 heifit p-Quantil einer Stichprobe, wenn
mindestens ein Anteil von p- 100% der Daten kleiner-gleich z,, und mindestens ein Anteil von
(1 —p)- 100% grofer-gleich x,, ist. Es muss fiir z,, also

Anzahl(Werte < z,,) Anzahl(Werte > z,,)

>p und >1—p
n n

gelten. Fallt der Quantilwert zwischen zwei Werte, dann wird héufig (aber nicht immer) der
Mittelwert verwendet. Damit erhalten wir mit der geordneten Urliste z (1), z(5), ... , 2, flr das
Quantil z,, die Rechenvorschrift

T ([pn]+1) falls p - n nicht ganzzahlig

% . (x(pn) + x(pn+1)) falls p - n ganzzahlig

Dabei ist [pn] die grofite ganze Zahl, die kleiner als p - n ist (runden nach unten).

Eine andere Moglichkeit, Quantile anschaulich zu interpretieren, erhalten wir mithilfe der
empirischen Verteilungsfunktion F', die uns zu einer Zahl z sagt, welcher Anteil der Werte
kleiner oder gleich x ist. Geben wir also ein p-Quantil vor, dann koénnen wir den Wert x,, aus
dem Graphen von F' ablesen.

0.754
=
Lo
0.334
0.054
0.00 +
O OO DO D0—O0— 0 0—0—0—0—0 00— ——
X0.05 X0.33 Xo.75

Quartile und Fiinf-Punkte-Zusammenhang

Zwei bestimmte Quantilwerte werden immer wieder verwendet und haben daher eigene Na-
men:
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o das 25%-Quantil z( o5 heifit unteres Quartil,

o das 75%-Quantil z ;5 heiit oberes Quartil.
Der Abstand zwischen diesen beiden Werten
dQ = Zo.75 — L0.25

heit Interquartilsabstand. Zusammen mit den Extremwerten und dem Median erhalten wir
die Fiinf-Punkte-Zusammenfassung einer Verteilung

Tmins £0.257 Lmed> L0.75) Lmaxs

mit der man die Verteilung in vier Bereiche aufteilt, die jeweils ein viertel Werte enthalten.
Dabei werden Werte, die auf einem Quartilwert liegen, jeweils mitgezahlt. Im Beispiel

Amin X0.25 Amed X0.75 AXmax

sind in jedem Abschnitt fiinf Werte enthalten.

Box-Plot

Mit einem Box-Plot wird die Fiinf-Punkte-Zusammenfassung graphisch dargestellt. Dabei wird
unterschieden, ob es sich bei den Beobachtungen um ‘normale’ Werte oder um vermutete
Ausreifler handelt. Der Boxplot ist eine komprimierte Zusammenfassung, an dem man einfach
ablesen kann, wo die Verteilung liegt, wie stark sie streut, ob sie schief oder symmetrisch ist
und ob es in dem Datensatz Ausreifler gibt.

Xmin Xo0.25 Xmed X0.75 Xmax
[ ) o0
—¢—o0 o—o h0000/00—0—0— o—p—
«—— 150, ——s¢— dy —— 150, —

Ein Box-Plot entsteht in funf Schritten:
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1. Ein Rechteck (englisch: boz) liegt zwischen den Quartilen z 55 und zg ;5.
2. Ein Strich in dem Rechteck markiert die Lage des Medians x, 4.

3. Alle Werte im Intervall [z o5 — 1.5dq, 2 75 + 1.5dg]| werden als normale Beobachtungen
angesehen.

4. Zwei Linien (die whiskers) gehen bis zur kleinsten und bis zur groBten normalen Beobach-
tung. Manchmal werden diese Linien durch einen kurzen Querstrich abgeschlossen.

5. Alle Werte auerhalb des Intervalls der normalen Beobachtungen (Ausreifler) werden als
Punkte eingezeichnet.

Die hier beschriebene Art von Box-Plots wird manchmal auch als modifizierter Box-Plot
bezeichnet.

Unten dargestellt sind die Box-Plots der monatlichen Niederschldge in Bochum fiir die Jahre
2008 und 2010. Um zu verdeutlichen, wie die Box-Plots entstehen, sind seitlich jeweils noch
die Niederschlagsmengen fiir die einzelnen Monate als Punkte dargestellt.

Monatliche Niederschlége in mm

Monat

150+ Jan

Feb
Mar
Apr
May
Jun
Jul
Aug
Sep
Oct
Nov
Dec

100 -

50

ap @O0 @ 0O O
@ ©000

O0000000000O0

o

o

2008 2010

Einen genaueren Einblick in die Niederschlige der beiden Jahre erhalten wir auf Grundlage
der téglichen Niederschldge. Die Charakteristik jedes Monats ldsst sich dann wieder kompakt
in einem Box-Plot zusammenfassen.
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Tagliche Niederschlage in mm
2008 2010
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Konzentrationsmaf: Der Gini-Koeffizient

Fiir eine gegebene Stichprobe kann man sich neben der Lage und der Streuung auch noch danach
fragen, in welchem Maf einzelne Werte zur Summe aller Werte beitragen. Wir betrachten das

am Beispiel von Niederschldgen.

In Abbildung unten sind die monatlichen Niederschldge des Jahres 2008 in Bochum und des
Jahres 2010 in Nha Trang (Vietnam) zu sehen. Insgesamt sind in Bochum 869 mm und in
Nha Trang 1450.5 mm Niederschlige gefallen. Allerdings konzentrieren sich die Niederschlidge
in Vietnam auf drei Monate, in allen anderen Monaten regnet es sogar weniger als in
Bochum. Eine solche Konzentration von groflen Beitrdgen zu einer Gesamtsumme auf wenige

Merkmalen wird mithilfe eines Konzentrationsmafles quantifiziert.

800 -
600 -
400- B e
200+
Jhl Aag Sép th Nbv Déc

Jan Feb Mar Apr May Jun
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Das gebréauchlichste Konzentrationsmafl ist der Gini-Koeffizient, ein statistisches Maf}, das vom
italienischen Statistiker Corrado Gini (1884 — 1965) zur Darstellung der Ungleichverteilung von
Einkommen in einer Volkswirtschaft entwickelt wurde. Zum Beispiel veroffentlicht die Weltbank
Daten iiber die Verteilung des Wohlstandes in Landern der Welt (siehe Abbildung 1). Der
Gini-Koeffizient wird mithilfe der Lorenzkurve bestimmt.

03 04 05 06

Abbildung 1

Lorenzkurve

In der Lorenzkurve wird dargestellt, wie viel jeder einzelne Wert einer Stichprobe zur Summe der
Werte beitragt. Dabei werden die Beitrége ihrer Grofie nach geordnet und in dieser Reihenfolge
in einem uv-Koordinatensystem aufgetragen. Die Lorenzkurve verbindet diese Punkte zu einem
Polygonzug. Um zu einer Darstellung zu gelangen, die nicht von der Anzahl der Beobachtungen
und der Gréfle der Werte abhéngt, werden die Daten in den Bereich von 0 bis 1 skaliert. Das
folgende Beispiel illustriert die Vorgehensweise.

Wir betrachten den Datensatz
A B C
4 1 2
4 1 3
4 1 4
4 1 )
4 16 6
mit den Merkmalen A, B und C sowie die zugehérigen Lorenzkurven

22



Da die Beitréage sortiert sind, ist die Lorenzkurve wachsend. Dabei nimmt die Steigung der
Liniensegmente nach rechts hin zu oder bleibt gleich. Sind alle Werte des Merkmals gleich gro8,
dann ist die Lorenzkurve die Winkelhalbierende zwischen den Koordinatenachsen. Je starker
sich die Werte unterscheiden, umso grofier wird der “Bauch” der Kurve.

Aus dem Beispiel oben kénnen wir die Rechenvorschrift fiir die Punkte der Lorenzkurve ableiten
und in der folgenden Definition festhalten.

Definition 0.9 (Lorenzkurve). Fiir die geordnete Urliste x(y), (q), ..., %, ist die Lorenzkurve
der Polygonzug durch die Punkte

(07 0)7 (ulu Ul)? (u2, 02)7 Tt (un,vn)

mit den Koordinaten

W | =

1 J n
u; =—-3 und v; = z; wobei s= E x;.
n ;

-1

j J ‘
7
Damit ist auch klar, dass u,, = v,, = 1 gelten muss.

Fiir die Niederschlige in Bochum und Nha Trang erhalten wir mit den sortierten
Monatswerten

L(1) L(2) L(3) L(4) L(5) L)
Bochum 43.9 45.8 48.9 60.0 62.7 67.3
Nha Trang 1.4 1.4 8.1 22.4 22.9 26.3

L(7) L(8) L(9) Z(10) L(11) L(12)
Bochum 76.3  77.7 789 91.8 1014  114.7
Nha Trang | 28.6 39.4 49.0 210.8 246.2  794.0
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die beiden Lorenzkurven

Bochum Nha Trang

Die starke Konzentration der Jahresniederschldage in Nha Trang ist an dem Verlauf der
zugehorigen Lorenzkurve abzulesen: In neun Monaten fallen weniger als 1/6 der Jahres-
niederschlége.

Der Gini-Koeffizient

Die Starke der Konzentration driickt sich in der Entfernung der Lorenzkurve von der Diagonalen
aus. Es ist daher naheliegend, die Flache zwischen der Diagonalen und der Lorenzkurve als
Ma#f fiir die Konzentration des Merkmals zu verwenden. Diese Fliache wird noch auf die Flache
des Dreiecks unter der Winkelhalbierenden bezogen.

Definition 0.10 (Gini-Koeffizient). Der Gini-Koeffizient ist

_ Flédche zwischen Diagonale und Lorenzkurve
Fléche zwischen Diagonale und u-Achse

= 2 - Flache zwischen Diagonale und Lorenzkurve.

Fiir den Gini-Koeffizienten gibt es zwei Extremfélle:
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Extremfall 1 (links): Alle Werte in der Stichprobe sind gleich. Dann ist die Lorenzkurve gleich
der Diagonalen und der Gini-Koeffizient wird minimal:

m

Extremfall 2 (rechts): Nur ein Wert ist ungleich Null. Hier verlduft die Lorenzkurve bis zum
vorletzten Punkt auf der horizontalen Achse. Da der horizontale Abstand zwischen den Punkten
1/n betragt, ergibt sich der maximale Gini-Koeffizient

Grow=2-(1/2—1/2-1-1/n) = (n—1)/n.

Wir sehen, dass der maximale Gini-Koeffizient von der Anzahl der Beobachtungen abhéngt.
Dieser unerwiinschte Effekt wird mit dem normierten Gini-Koeffizienten umgangen.

max

Definition 0.11 (Normierter Gini-Koeffizient oder Lorenz-Miinzer-Koeffizient). Der Gini-
Koeffizient wird mit dem Faktor n/(n — 1) multipliziert und wir erhalten den normierten

Gini-Koeffizienten n

G* = G

n—1
mit dem Wertebereich G* € [0, 1], der manchmal auch als Lorenz-Miinzer-Koeffizient bezeichnet
wird.

Fiir die Jahresniederschlidge aus dem einleitenden Beispiel erhalten wir die Zahlenwerte der
normierten Gini-Koeffizienten fiir

Bochum: G* =0.18,
Nha Trang: G* =0.79.

Hier ist an einer Zahl unmittelbar zu erkennen, dass die Niederschlége in Bochum sehr viel
gleichméfliger iiber das Jahr verteilt gefallen sind als in Nha Trang.
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Informationsverlust. Wie bei allen Mafizahlen fiir Verteilungen stellt auch der Gini-Koeffizient
eine Vereinfachung dar, die mit einem Verlust an Informationen verbunden ist. Insbesondere
kénnen zwei vollig unterschiedliche Verteilungen zum selben Gini-Koeffizienten fiithren.

Wir betrachten hierzu als Beispiel zwei Gruppen von je zehn Personen, die jeweils den
angegebenen Betrag im Geldbeutel haben.

‘ 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

A 9 9 9 9 9 81 81 81 81 81
B| 25 25 25 25 25 25 25 25 25 225

Die Summe der Betriage belduft sich auf 5-9 +5-81 = 9 - 25 4 225 = 450. Damit liegt
folgende Situation vor:

e In Gruppe A haben die drmeren fiinf Personen insgesamt 5 - 9/450- 100% = 10% des
gesamten Geldes in der Tasche. Die anderen fiinf Personen teilen sich die verbleibenden
90%.

e In Gruppe B haben neun Personen die eine Hélfte des Geldes, eine weitere Person
besitzt die andere Halfte.

Mit diesen Uberlegungen ist klar, dass die Lorenzkurven (links Gruppe A, rechts Gruppe B)
der beiden Verteilungen folgendermaflen aussehen miissen:

1.01

> 0.59

0.14

0.04

0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0

Die zugehorigen normierten Gini-Koeffizienten bestimmen wir elementar-geometrisch

.10 1 (11 1 11 (1 4
G 6 =52 (5= (33533 (541) -3
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10 1 /19 1 1 1 /1 4
o= (2 (.22 (24 S
Gruppe B: - &7 = - -2 (2 (2 102732 10 <2+ ))) 9

und stellen fest, dass sich jeweils derselbe Wert ergibt. Wenn man sich die beiden Lorenz-
Kurven genauer anschaut ist dieses Ergebnis nicht iiberraschend: Die jeweils andere Kurve
ergibt sich aus einer Spiegelung an der Geraden 1 — z. Somit ist die eingeschlossene Fléche
natiirlich gleich.

Auch dieses Beispiel macht nochmal deutlich, dass es wichtig ist, stets die gesamte Verteilung
im Blick zu behalten und sich nicht ausschliefllich auf einzelne Kenngréfien zu verlassen.
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